w 






308 


— م 


لق ان a‏ 


معادلة مماس 






7 امہ رم 
320 


نعتبر الدالة المعرفة على ]مہہ ,0| بما يلي: 


F(X)=xX-x|nx 


و لیکن @ مذ منحنى الدالة م في معلم متعامد ممنظم )7 0;1(“ > (نأخذ الوحدة هي cm‏ 2(. 
1. أدرس lim f(x)‏ ثم (im f(x)‏ (يمكنك التعميل ب × في تعبير (f(x)‏ 
x—0:'‏ مم + جو ۷ 








.° أدرس تغيرات م على ]مد ,0] ثم إعط جدول تغيرات f‏ ء أحسب fO)‏ . 


> حدد تقاطع © مع المحور (OX)‏ ثم استشتج إشارة 00 على ]ه,9[. 
3 أدرس الفروع اللانهائية للمنحنى € . 


صحجم a‏ 
تعتین الدالة ۽ š‏ 
In(1— x)‏ د 2 

lnx 


1. حدد حيز تعريف و إشارة .f‏ 
2. أحسب نهايات الدالة f‏ عند محدات حيز تعريفها 9 . 
3. بين أن الدالة f‏ تزايدية قطعا . 


المنحنی © في الشكل للجانبي هو التمثيل المبياتي 0 
للدالة و (معرفة و قابلة للاشتقاق على [=+,0]( 
في معل متعامد ممنظم (ثر,/:0)؛ وحدته (2cm‏ 
و (À)‏ مستقيم مما :لهذا الماحدى فی النقطة ور 01[ االل> Z‏ 
1. حدد تغيرات الدالة و على ]+ ,0[ ثم قيم رو — — 
و د )20 (حيث g‏ هي مشتقة الدالة و) x‏ 





2. نقبل أن : اا 
(Vx e ]0,+-|‏ رہ g(x)‏ 
¿a‏ تحقق من نتائج السؤال 1. 3 2 1 
ط. بين أن المعادلة 0 - g(x)‏ تقبل حلا وحیدا م ارگ 
في المجال ]0,5;0,6[. 1 . 





2 


©. استنتج إشارة الدالة و ع |=+,0] . 
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الد اله اللو غاريتمية 


)83 1د استعمال دالة مساعدة لتحديد الرتابة الحل ص. 314 


1 I] s 
e . المعرفة على [ =+ ,1[ بما يلي‎ f نعتبير الداله‎ À 
x š 


۲ پر +1- “× 


ين أن سے = .f x)‏ 

بلكل ۷ من المجال إممد ,1[ < 0 < #ير إذن إشارة f(x)‏ هي إشارة عبرم +1 x”‏ 

لكن من الصعب جدا تحدید جبریا حلول 0 = بعرم +1 2× و 0< جرم +1 #بر ...لدراسة إشارة >عرم)+1- × 
أحل هذا تدخل دالة مساعدة g‏ .<( 

8 نضع عدما+1- g(x) = x‏ لكل ya X‏ المجال ]مد ر1] . 


| سب g'(x)‏ مشتقة g(x)‏ ثم أدرس إشارتها . 
ز, اسب (0)و ثم استنتج إشارة g(x)‏ 
۾ استنتج إشارة f'(x)‏ ثم تغيرات f‏ . 


|15 استعمال دالة مساعدة لتحديد الرتابة الحل ص. 315 


نعتبر الدالة f‏ المعرفة على ]ہہ ,0[ بما يلي: 
f(x)=(x-e)(Inx-1)‏ — (نذكر أن م عدد حقيقي و (e=2,71‏ 
[, بین ان گے ×ہ)= (د)۴. 
x‏ 
2 . نعتبر الدالة 9 المعرفة على أممد ,0| ب : g(x) = n‏ 
(. ادرس تغيرات الدالة 9 على [=+ ,0[ . 
/. أنشئ جدول تغيرات الدالة g‏ (أحسب g(e)‏ ) ؛ د ثم استنتج إشارة g(x)‏ لكل عدد X‏ موجب قطعا. 
». استنتج من السؤال 8. جدول تغيرات الدالة عء ثم إشارة f(x)‏ لكل عدد- -موجب قطعا . 
نبين : م كلا بن ... ض..<..... ‏ الحلرص. 316 
ڪڪ E s‏ 


نعتبر الدالة المعرفة على ]مم+,10 بما يلي: 2×۷ - × ها - F(X)‏ 





أ. أدرس تغيرات f‏ على ]مم+,0[ ثم إعط جدول تغیرات /. 
J‏ كارن بين Ix‏ و 2/۶ لكل 0< × ثم استنتج أن ہر > [|-+ Vx e jf,‏ . 


. lim Inx استنتج‎ 3 


X—+ X 


317 دراسة دالة الحل ص,‎ KKK 


نعتبر الدالة f‏ ةة ہماایلی : : )1+ رہ + × )ہا = f)×(‏ 





أ. حدد 4 حیز تعريف الدالة .f‏ 
2 بين أن 1 -(1+ 2× + +ر)(1 + شر + Vxe R “(x‏ 
2 بين أن الدالة f‏ فردية. 
س تغيرات f‏ . 
Š‏ حدد الفروع اللانهائية ل @ منحنى الدالة ‏ . 
É‏ حدد معادلة المماس ل © في النقطة ذات الأفصول 0 
أ أرسم > في معلم متعامد ممنظم (ثر,/:0). 
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عر ما +ا - عر f(x)=‏ 
w .1[‏ حساب lim f(x)‏ : 
0ج۸ 


i =0 إذن‎ lim (<x—xInx)=0-0=0 اذن‎ i 5 ۱ 
۴ دں‎ im, ( ) 0 ادن‎ im, ۴۱۲۷ =0 و‎ im, x =0 


: lim f(x) حساب‎ m" 
X — 4oo 
,"+ نحصل على الشكل الغير محدد "مہ مہ‎ im و += ×ما×‎ lim من ممد - بر‎ 
— +c 7 +ج-‎ 


نعمل ب پر في تعبير × راپ - پر = f(x)‏ ؛ نحصل على x(1-Inx)‏ = ماب - × = (۶×)م 


lim )1- م‎ x) = زا مم‎ = i 9 : 
الال‎ ) 3 im (nx +o و‎ im × = + لدينا‎ 
im [x (1-lnx)] = +x (1-0) = و منه صم‎ 
. lim f(x)=— إذن‎ 
مصمدج کر‎ 
. [0, على إمم+‎ f تغيرات‎ 2 
f(x) =(x-xlnx) = (x) -(xlnx) < Vx e |0, +-[ 
=1-(% ۱× =x (nx) =1-(DInx =x (| 
x 
| =1—-Inx-1=-In x 
' .f (x)=-—Inx (Vx e ]0,+=[ إذن‎ 
"r إشارة مشتقة خر‎ 8 
f )×( دما - ع‎ 
من أجل 1- پر لدينا 1-0ما--(6)0 م‎ 
.۴)×(<0 O لكل 0,1[ ععرء 0> يرما ومنه 0< ×ہا-‎ 


لون ا وی و ام 


7 ام یہ وم 
8 1 


لكل [=+,] (xe‏ 0< يرما ومنه 0> ×ہ)- إذن ۴)×(>0. 


= جدول تغیرات /. 


¿ کت W.‏ ۹ یو 7 
P<‏ ردي یہ بت 0 





fi)=1-1lni=1-0=1 


.]0,+=[ استنتاج إشارة ()م على‎ s 
: (O x) نحدد تقاطع @ مع المحور‎ 


Xx-xlnx=0 تكافئ‎ /f(x)=0 
(×ہ1-1)×‎ =0 ¿S 
تکافئ 0= × أو 0> روا-0‎ 

تکافئ 0= × أو 1= را 

تکافئ 0= × أو ع=× 





t 
0 
+۴ 
٠ 
` 
2 
۹ ü 
3 
ç 
: ۰ 
x 1 
و“‎ ¢ 
وم‎ 
t. 
۲ 
. 
* ١ 
7 
4 
7 7 
i 
و‎ 
1 ` 
+ ۲ 9 Ç 
` 
+ 
7 
7 1 
۳ 7 
4 
”م‎ 
٠ ` 
م‎ 
1 
۴ 
0 
a 
7 
0 


بما أن إم+د,0| »0 و ]ہ+,0| عه - x‏ فإن © يقطع المحور (O x)‏ في النقطة ذات الأفصول ج - ×. 2 
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الدالة اللو غاريتمية 


Vx e ]0,e[; f(x) > 0 حدول تغيرات الدالة ع لدينا‎ 
Vx e ]e,+=[;f00) > 0 7 


۾ الفروع اللانهائية للمنحنی ۹. 
إدينا مف = lim f(x)‏ 
: ما ب پر 


: lim f(x) 
صب+ب×‎ X 


۶ 0 
پیر — 


. lim fu < إدن‎ lim )1- ها‎ x) = — 1 


نستنتج أن المنحنى © يقبل فرعا شلجميا اتجاهه المحور (Oy)‏ بجوار ممد. 
و s‏ معادلة المماس في النقطة ذات الأفصول : =e‏ ×. 


y =f '(e)(x -e)+ f(e) 
.f'(e)=—Ine=-1 و‎ Ff(e) = e-elne = [×٭م سح‎ =| 


معادلة المماس هي : y=-Ix(x-—e)+0‏ أي =-x +e‏ ہر 
a‏ معادلة المماس في النقطة ذات الأفصول : 1 - × 


y =f'(l)(x-1)+/ll) 
وى 1-0ها--("م‎ /()=1-llInI=1-Ix0=1 


معادلة المماس هي : 1+(1-×)×0- ر أي 1 يرء (مماس أفقي) 

s‏ معادلة المماس في النقطة ذات الأفصول : کے سے 

0-1 

2 روح ہو لد رومات پا لح ۔ ]مط د رمم و دهمت[ ]مد )۰م 
معادلة المماس هي : =+ ظ - 2+( پر 1د پر أي x+—‏ د یر 


3 رسم @ منحنی /. 


0 |= 


@ 
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In(1— x)‏ ف جر يار 
(nx‏ ۱ 





Qe. ={xeR/1-X>0 يرما و 0<ير و‎ #0} ° .1 
%=[Xe R/ Xx<1 3 X>0 ےر و‎ 1( 
@ ={xeR/ 0 > × <1} 


إذن حيز تعريف الدالة ۶ هو ]1 :0[- ے9 . 


Inx > 0: ٢× ]0; 1[ N‏ اذن م. (1-۶) ما 
1 > ير -1 > 0= 0 > Inx In(—x)‏ 


و بالتالي لكل × من المجال ]0;1[؛ 0 < (بر)۶. 








2 ۱ lim ln(1- x) =In1= 0 
۰ شكل محدد‎ . lim n)1-×( =0 إذن‎ ۷ ° .2 
co 0ب×‎ (nx lim [n Xx = مم‎ 
0 1 x—0t 
"——=0x— =0x0=0" 
كاد‎ ° lim F(x)=0 أي‎ 
x—0t 
lim Inx = 07 
lim In(1— x) =+oo ¿ y Jx-jT e 
ب×‎ [nx lim In(1— x) = مم‎ 
X—T 


lim F(x) = + آي‎ 
X—1 


ما ج x‏ ( و لدينا لكل × من المجال ]1 :0[ : 


— [n x —(In(1— x)) ! 


x‏ ۰ 1-2 = (ہر) م 
(In x) L‏ 


-1 مع‎ ñ In(1— 3ے‎ 


` (Inx) \1-x x 








. 0 > عدم ۱ In x‏ 
ينا 0:1| ع پر حم یں ومنه 0 > ET‏ )1( 





كما لدينا ]10:1 عجرت 0 > (-5)1! 


]0:1[ ء براح 1 > بر-1 >0 
0 < بر 


`  [n(-x)< 0 ے‎ 






| و منه نے 301-4 )2( 
x‏ 


من 1) و )2( لدينا وے 1901-20 ۸۸ا 
x x‏ 1 

و الدينا أيضا 0 سے 1-- اذن | 0)10 , := 1- 

(Inx)° 1-7 x (In x) 


و أخيرا لكل × من المجال ]1 ;0] : 0 < (×) ۴ 














| نستنتج إذن أن الدالة م تزايدية قطعا على ]1 ;0[. 


-. 





21 دراسة تغيرات الدالة g‏ : 
. يس | من خلال التمثيل المبياني لدينا : 
| الدالة و تزايدية قطعا على ]مم+,0[. 
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الدالة اللوغاريتمية 





زاءة 
بار 

١ |‏ ا->[ ا ا 
و١‏ 2-2 | 7 |9 _ @ (A)‏ 

,)بن هو المعامل الموجه للمستقيم (A)‏ المماس ل 6 

) له معادلة ديكارتية x‏ = مر( (A)‏ يمر من )0.0( o]‏ --- نس لے 


. g )1( >1 ادن‎ ))1١(ر‎ 


- 2 


-1 8 


(A) )‏ يمر من (0,0) و (1,1)) (A)‏ : م +×ص = ر بما أن (A)‏ يمر من الأصل 


نقطتي: )¥ M(x;,‏ و Yo)‏ رويد ) N‏ فان المعامل الموجه ل (A)‏ هو فد = .(m‏ 
0 1 





1 2 
2 سے سے تہ مع و6 ہے لغ 
۴ ج g(x) = [n‏ 


= 
1)=ln1+—-— --0+2-1-1 .0 
8)1) 1 2 


1 1 1 12 1 
2- = — = — ہے = ست سه يكحت — — | — 
=n‏ دما وو 3 i‏ +) +|" 10 
دا 2 
لالة و هي مجموع الذؤال : X — nx‏ و x‏ 5 ج ب پر القابلة للاشتقاق على ]-+,0[ و لدينا 


| چ 
اج )+ (nx)‏ رتو ہے 
x x‏ 


2 


1 1 2X 
[27] [2 
1-2 2 ×? -2x +2 

X پر غپر‎ x° 

بن 12-02 , 

g )1( = s =1 

, پر‎ 2 
(x) = 





پا ار xš — . š‏ و ے کے 
أن ]+0[ ع پر فإن 0< 3بر إذن إشارة 2+ 2x‏ هي إشارة X —2X+2‏ 





#4 ے 

—4ac = )-2(* -7‏ 2م = A‏ 
ñ 0‏ 
8 ؛ إشارة 2+ ×2 - پر هي إذن إشارة 1 -ه أي VXER ¿x2-2x+2>0‏ 
>t‏ 2 بعر تير |=+,0] Vx e‏ 


لیم إز. 7 
إن م < (×) وء |-+ ,0| € Vx‏ ‘ 
الي الدالة و تزايدية قطعا على ]مم+,0[ : 
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.b 
:]0,5:0,6[ متصلة طلیٰ‎ 8 0 


الدالة پر In‏ پر متصلة على [0,5:0,6]. 
و یہ × متصلة على [0,5:0,6] لأنها دالة جذريه. 
و وب × متصلة على [0,5:0,6] لأنها دالة جذرية. 
2× 
a)‏ ; 10 4 متصلة ,5;0 ,0| . 
f(x)‏ مجموع ثلاث دوال متصلة على [6 ,0 ;0,5] إذن فهي دالة متصلة على [6 ,5;0 ,0] 


.]0,5:0,6[ من 2. 0. الدالة م تزايدية قطعا على‎ m 


8 باستعمال الحاسبة : 0 > 0,69- - (0,5)و و 0 < 0,04 = (9)0,6 


. 9)0,5(× g (0,6) < 0 


إذن المعادلة 0 - رو تقبل حلا وحيدا بى في المجال [0,6 :0,5]. 


ع. الدالة 2 تزايدية قطعا على ]هم+,0[ و تنعدم في - ×؛ 
نستنتج إذن أن ۰ > (×او Vx e |0,a[;‏ وؤ g(x) > 0 ç‏ : ]عمد ره[ a Vx e‏ 


(أنظر الرسم المبياني لفهم هذا السؤال.) . 


۴)») = ۔ × پر‎ A 


لكل × من ]ممب,1] لدينا : ۱ 


x) (x)—(In x) (x)‏ 80 _ و ے 
— ت._ L‏ 


Xx 


0۔ ص۷( = 


× 





: Vxe  ]1,++ہمآ‎ 


.Vxe ؛ ]مہ+ہ1]‎ g(x)=x2-i1+Inx ۵ 


g'(x)=(x?-1+Inx) - (2-1بر)‎ +(Inx) =2x+-L t Vx e [1,+=[| = ,1 
x 


» نحدد إشارة (x)‏ 9 : 


g (x) = 2x = Vx e [1,+=| 


خلاصة : هذه النتائج متطابقة مع النتائج الموجودة في التمثيل المبياني في السؤال 1. 


2 
۴' (د)‎ = x —-1+Inx 
x 


الدالة اللوغاريتمية 






> 


۾ م متصلة على [0,2]. 
هم رتيبة قطعا على [2,ه]. __ 
f(a)xf(b) < ) «‏ ( 
فإن المعادلة 0 = (×)۴ تقبل 7 
حلا وحيدا فى المجال ]2,ه[. > 













, 1 7 1 
g )2۷( سس‎ +--< 0; V x e [1, و ا ادن إممد‎ 2X >0 « X € [1, +-| لكل‎ 


2 ہپرہا+1- تر ع بداو إذن -1+In1=0‏ *1-(9)1 


نحدد إشارة (×)و : 
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الد اله اللو غاريئميه 





(x) >0 7‏ 9 ظ |مه+ ,1] e‏ عر فإن الدالة 9 تزايدية قطعا |=+,1[ 
- 


g)x) > 9)1( =0; Vx e 0-()و فإن ]م+ہ1]‎ Ju, 
' J 


1 رمن المجال ]+,1] 0 < x2‏ إذن إشارة (ر)م هي إشارة g(x)‏ . 
.بن السؤال السابق ]+ ,ا] ء ×۷ » 0 < (×)و إذن ]+ ا] vx e‏ ۰ 0 < 00ا2 = سم 
Xx‏ 
ك منه الدالة ۶ تزايدية على ]+,1]. 
بمكننا تلخیص هذه النتائج في الجدول التالي : 


> 


€ يجب أن تستوعب مثل هذا 


دراسة إشارة مشتقة دالة ۶ 
بمساعدة دالة 9 . 





f(x)=(x-e)(Inx-] 
أ. حساب مم.‎ 
F(x) = ])× -e)(lnx 9] = (x =e) (ln x - 1( + (x - يد ما)(ع‎ -[ 
1 
-(0(nx-0+(x-e) (3) 
=Inx-1+1-— 
X 
f(0) - n x- vx e أ»+,0[‎ 
€ 1 
g(x) > ۸م‎ 7 5 


اعدد پر موجب قطعا لدينا : 


, e i I 58 | — = 
g O) = [mx] = (n ×x-]£) فی‎ 
.| ہما‎ 


ل 0< عر فا“ 1 © ون e‏ 1 ام 1 
> 9 تزايدية قطعا على ]مد ,10 . 
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mi‏ الدالة اللو غاریتمیهة 
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3 استنتاج إشارة g(x)‏ . 7 0 | 0 
من جدول تغيرات الدالة 9 ء الدالة و تزايدية قطعا على ]ممد,0[ و نتعدم في e‏ نستنتج : 


لكل عدد .g(x)<0 ٠ xe |0,e[‏ 
و لكل عدد xe je,+=[‏ › 0 <(×)9. 
ع. استنتاج جدول تغيرات الدالة .f‏ 


بما ان F'(x) = g(x)‏ فإن إشارة f'(x)‏ هي إشارة (×)و 

ومن السؤال b‏ لدينا : 

لكل عدد xe |0,e[‏ < 9)۸ أي 0> f(x)‏ . 7 
و لكل عدد إمدرء| x e‏ < 0 < (9)۶ أي 0 .'(x)>‏ | 2 








۴ الشكل العام لمنحنى‎ v 
: من جدول تغيرات الدالة ۶ نستنتج‎ 
(مريم لكل عدد ہر موجب قطعا.‎ > 0 
6 
f(x)=lnx-2/x 
. f ڈ حساب الدالة المشتقة ل‎ | 


٠‏ الدالة برل ب پر قابلة للاشتقاق على ]مم+,0[. 
٠‏ الدالة را ج پر قابلة للاشتقاق على ]ممد,0[. 


إذن الدالة ۶ (مجموع دالتين قابلتين للاشتقاق على +٠]‏ ,0[ ) قابلة للاشتقاق على ]+ ,0[. و لدي : 


۴()x) = (lnx-2x) = (nx) [×ت)۔‎ — xe]o,+=[ لکل‎ 


377 1 2 _1-V/x 
0 





2× x 
. f جدول تغیرات‎ m 
. 1- بما أن 0 < ر فإن إشارة کا رہم هي إشارة ل‎ 


x 
۱ 1-1 i . ۱ 
+جر-1 ادن م الاح رمسم‎ ¿AS 1= لدينا 0 - رل -1 تکافئ ېل‎ 
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الدالة اللو غاريتمية 








د بل -1 تكافئن ×ل <1 ثکافئ × <1 إذن لكل 1> ر فان 6< الاح ٠م‏ 
| 0 و 
على 
بال > 4<x ¿S 1-Jx‏ إذن لكل 1< × فان > 1 ا = f(x)‏ 
على المجال +e]‏ 0 الدالة م تناقصية قطعا, 





2 الدالة م تقبل قيمة قصوية هي 2- على المجال ]ممد,0[ . 
نن لكل x>0‏ + 2>0-> ص۶ أي 0< ×/2ے مصا۔- صاع 
أي Inx<2Vx‏ ومنه لکل 1< ×؛ 2/۷ >× ما > 0. الشكل العام لمنحنى 
Inx J 1‏ ×2 - × ما - F(X)‏ 
× 











و بالتالي لکل 1< جرء > > م | 


x 
lim — =0 
(خاصية الشرطيين!).‎ im بما أن ۴۰+۸۶ فن مگ“‎ j 
x¬4+ X 0 لے‎ 2 





f(x) (1+×ل+×)صا>‎ 

1 لدينا چڑے پر تپر <1 + 2 و منه Jx: =|x|‏ < 1+ 2برل. 

o!‏ ر|+ × < 1+ Vx:‏ + عر 

إذاكان 0< پر فان ×+ || ومنه 0< +2 - ×+ ×< |×|+ پر < 1 ×+ عر. 
ذاكان 0> پر فإن ×= |×| و منه 0320- پر - عر < |×|+ پر 1+ 2بر/. + ×. 
R 2‏ ع ¿Vx‏ 0 < 1+ 2ری + × 

ر بالتالي )1+ Jx:‏ +عر)اما ج × معرفة Vxe R‏ : ]= = . 


y xe R.2 


- (1+ )+ قهر- = (1+ × )+ 1+ہخیلور - 1+ ایر + 2هر- - (1+ ل + مر-) (1+ ل [x+‏ 


—xe R ء٢ ع‎ R 3 


f(-x)=In[-x+ )=x× (“+1 ( = )م‎ × + × +1) 2 
منه‎ [x+ رل +×-)(1+ : ر‎ +1( - 1 ¿V xe R نعلم أن‎ 


— _ > _ عم ہے سے م ہے س اسم  —‏ س لا — — — 


1 


lw 


=)1+ 2بر + -[ 


3 





ر لدينا (+r) =f‏ ای 


٠نا‎ 
f(-x)=-f(x) cVxeR “° 


ا لتالي م فردية. 
4 | 





536 avec )) 6۲ 


